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摘要：  基于经典层合板理论及黏聚区模型，针对纯Ⅱ型断裂 ENF 试件的裂纹扩展，建立了含一般分层裂纹层合板

的理论模型.相较于传统的梁理论，该文模型充分考虑了黏聚区的软化过程，引入了试件发生失效前的非线性行为，

预测的失效载荷小于梁理论结果，与文献试验值更为接近.相比于梁理论（仅包含断裂韧性单一参数），该文模型可

同时分析界面强度、断裂韧性及界面初始刚度对 ENF 试件载荷-位移曲线的影响.结果表明：界面强度主要影响试

件失效前的力学行为，对裂纹扩展基本无影响，断裂韧性是影响裂纹扩展的主要参数，界面初始刚度仅影响线弹性加

载段；黏聚区长度随断裂韧性增大而增大，随界面强度增大而减小；相较于断裂韧性，界面强度对黏聚区长度的影

响更为明显；黏聚区尖端到达试件半长处时，黏聚区的长度呈现一定程度的减小.
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Abstract：Based  on  the  classical  laminated  plate  theory  and  the  cohesive  zone  model,  a  theoretical  model  for  general
delamination cracked laminates was established for crack propagation of pure mode Ⅱ ENF specimens. Compared with the
conventional beam theory, the proposed model fully considered the softening process of the cohesive zone and introduced
the  nonlinear  behavior  of  ENF  specimens  before  failure.  The  predicted  failure  load  is  smaller  than  that  under  the  beam
theory  and  closer  to  the  experimental  data  in  literatures.  Compared  with  the  beam  theory  with  only  fracture  toughness
considered, the proposed model can simultaneously analyze the influences of the interface strength, the fracture toughness
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and the initial interface stiffness on the load-displacement curves in ENF tests. The results show that, the interface strength
mainly affects the mechanical behavior of specimens before failure, but has no influence on crack propagation. The fracture
toughness is the main parameter affecting crack propagation, and the initial interface stiffness only affects the linear elastic
loading stage. The cohesive zone length increases with the fracture toughness and decreases with the interface strength. The
effect of the interface strength on the cohesive zone length is more obvious than that of the fracture toughness. When the
adhesive zone tip reaches the half length of the specimen, the adhesive zone length will decrease to a certain extent.

Key words：ENF test；delamination；cohesive zone；crack

 

引　　言

为有效分析裂纹的萌生与扩展过程，黏聚区模型（cohesive zone model，CZM）被广泛应用于纤维增强复合

材料层合板结构的分层失效与界面脱黏的模拟[1-2]
.相对于有限元数值方法，解析法形式简单，且不存在数值稳

定性的问题，能够以较低成本讨论界面性能参数、本构形式对裂纹扩展和最终失效载荷的影响，有利于深入研

究分层损伤扩展的力学行为.此外，理论研究可为断裂韧性试验的设计和数据处理方法的发展提供理论基础，

且对数值仿真结果的有效性验证有一定的补充作用，进而促进 CZM在复杂结构层间损伤分析中的应用[3-4]
.

端部缺口弯曲（end notched flexure，ENF）试件是评估复合材料层合板Ⅱ型（剪切型）断裂的标准形式，国内

外学者针对其裂纹扩展过程的建模、分析和设计展开了广泛研究.例如，Hashemi等[5] 基于修正梁理论研究了

ENF试件的裂纹扩展过程；Carlsson等 [6] 讨论了横向剪切变形对能量释放率（GⅡ）的影响；Fan等 [7] 和

Valvo[8] 指出基于梁理论的 ENF模型忽略了裂纹尖端的塑性变形；而 Whitney等[9] 将裂尖应力奇异性引入

ENF试件的剪切梁模型.随后 Whitney[10] 基于 Reissner变分原理发展了Ⅱ型裂纹扩展的高阶梁模型.此外，

Williams[11] 在分层裂纹长度中引入与材料弹性参数有关的修正量 χ，考虑了裂尖变形和转角的影响.陈瑛和乔

丕忠[12] 将双线性黏聚区本构引入到 4ENF试件中，研究了界面应力分布情况，但并未详细讨论裂纹扩展过程.刘伟先

等[13] 研究了 ENF试件中的裂纹扩展，认为裂纹扩展之后黏聚区长度保持定值，但仅考虑了 ENF试件的裂纹

长度小于试件半长的情况.

本文基于经典层合板理论及 CZM，建立了含一般分层裂纹层合板的理论模型，对纯Ⅱ型断裂 ENF试件进

行裂纹扩展理论分析.相较于传统的梁理论，该模型充分考虑黏聚区的软化过程，引入了试件发生失效前的非

线性行为.将模型预测与试验结果及梁模型预测进行对比，验证了其有效性.基于所提出的模型，研究了典型

ENF试件载荷-位移曲线和黏聚区长度对界面参数、裂纹长度的响应，并讨论了裂纹长度超过试件半长时，裂

纹扩展对黏聚区长度的影响.本文研究不仅为复杂结构的分层裂纹扩展分析提供了理论依据，还为数值仿真

提供一个可靠的交叉检验工具. 

1    含一般分层裂纹的层合板模型

本文考虑含有一般分层裂纹的复合材料层合板，层合板长 2L、宽 b，分层后的上下半板的厚度分别为 h1，
h2，其几何尺寸及坐标系如图 1所示.如图所示，贯穿层合板的宽度方向且与其长度方向平行的分层裂纹长度

为 a，假设该裂纹仅向层合板内部并沿已有裂纹方向扩展，潜在裂纹在图中以虚线标出.根据黏聚区模型，裂尖

区域存在黏聚区，通过界面应力作用于潜在裂纹的上下表面，界面应力分布可由基于相对位移的黏聚区本构

关系确定.进一步假设层合板为薄壁结构，符合经典层合板理论的应用范围[14]，则上下两半板在各自局部坐标

系中的位移场可表示为■||||■||||■ui(x,zi) = u0
i (x)− zi

dw0
i (x)

dx
,

wi(x,zi) = w0
i (x),

i = 1,2, （1）

ui(x,zi) wi(x,zi) (x,zi) u0
i (x) w0

i (x)式中， ， 分别为上下两半板任意一点 处 x，z方向的位移； ， 分别为上下两半板中轴

线（z1=z2=0）的轴向变形和挠度；下标 i=1表示上半板，i=2表示下半板.

裂纹扩展过程中，假设上下两半板处于小变形状态.根据上下两半板微元段的受力平衡条件（图 1），忽略
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高阶项，则含一般分层裂纹的复合材料层合板（上下两半板）的控制方程为■||||||||||■||||||||||■

dN1

dx
= bτ(x),

dQ1

dx
= bσ(x)− f (x),

dM1

dx
= −1

2
h1bτ(x)+Q1(x),

（2a）

■||||||||||■||||||||||■

dN2

dx
= −bτ(x),

dQ2

dx
= −bσ(x),

dM2

dx
= −1

2
h2bτ(x)+Q2(x),

（2b）

N M Q σ(x) τ(x)

σ(x) τ(x) f (x)

f (x) = 0

∆n ∆s

式中， 表示轴向力， 表示弯矩， 表示截面剪力， ， 分别为裂尖黏聚区的法向应力和切应力.根据黏聚

区本构关系（traction-separation, T-S）[15]， ， 由黏聚区上下界面的相对位移确定.其中 为面外分布载

荷，由于本文所讨论的 ENF仅受到局部集中载荷，因此 .为保持应力方向与相对位移方向一致，定义法

向相对位移 为上半板相对于下半板的张开位移，轴向相对位移 为上半板相对下半板的滑开位移，即■||||||■||||||■
∆n = w1

(
x,−h1

2

)
−w2

(
x,

h2

2

)
= w0

1(x)−w0
2(x),

∆s = u1

(
x,−h1

2

)
−u2

(
x,

h2

2

)
= u0

1(x)−u0
2(x)+

(
h1

2
dw1

dx
+

h2

2
dw2

dx

)
.

（3）

本文采用双线性本构 T-S分析图 1所示分层裂纹的扩展，该本构具有理论完善、简洁高效、所需测量及

拟合参数较少等特点，在复合材料层合板分析中得到广泛应用.如图 2所示，双线性 T-S包含线弹性加载及线

性软化两个阶段，黏聚区材料点以零应力对应零相对位移起始，在损伤出现之前保持线弹性；假设界面初始刚

度为一个适当的值，以保证在线弹性阶段，黏聚区上下表面重合、不会相互嵌入.界面应力满足损伤起始条件

后，材料点发生线性软化；持续加载，直到应力再次为零时，裂纹发生扩展.定义临界能量释放率为本构关系曲

线与相对位移轴线围成的面积.
  

图 1    层合板黏聚区微元受力分析

Fig. 1    Microelement stress analysis of the cohesive zone of the laminates
  

图 2    黏聚区双线性本构模型

Fig. 2    The bilinear constitutive model for the cohesive zone
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由此，基于经典层合板理论，本文建立了含一般分层裂纹的复合材料层合板的理论分析模型，包括三个部

分：式 (1)给出的变形协调条件，式 (2)给出的平衡关系以及黏聚区的双线性本构.结合具体层合板结构及加载

工况所确定的边界条件和连续性条件，可联立以上微分方程进行求解. 

2    ENF 试件裂纹扩展分析

∆n = 0

为测量复合材料层合板Ⅱ型分层裂纹的临界应变能释放率，通常采用三点弯的方式对 ENF试件进行加

载和约束，如图 3所示，ENF试件两端受简支约束，在其中间部位施加垂直于试件表面的下压载荷.加载过程

中，预置于 ENF试件中面的分层裂纹将会沿其中面持续向内部扩展（图 3中虚线）.此外，为研究纯Ⅱ型裂纹扩

展，试验过程中应保证 ENF试件的上下两半板始终闭合且无法向相对位移，即式 (3)中 .为满足此要求，

ENF试件的铺层设计为关于中面（断裂面）对称，使得其上下半板的拉伸和弯曲刚度相同.因此，结合式 (1) ~
(3)，ENF试件裂纹扩展的控制方程可简化为■||||||■||||||■

dN1

dx
− dN2

dx
= A11s

d2∆u
dx2 −2B11s

d3w
dx3 = 2bτ,

d2M1

dx2 +
d2M2

dx2 = B11s
d3∆u
dx3 −2D11s

d4w
dx4 = −hb

dτ
dx
,

（4）

A11s B11s D11s式中， ， ， 为层合板半板的拉伸刚度、耦合刚度及弯曲刚度.
  

图 3    ENF试件几何尺寸及加载情况

Fig. 3    The ENF specimen geometry and loading conditions
  

2.1   位移函数

τ ∆s根据双线性 T-S（图 2），黏聚区切应力 与轴向相对位移 的本构关系可表示为

τ =

■|||||■|||||■
Kinitial

ss ·∆s, ∆s≤∆
onset
s ,

Ksoften
ss · (∆s−∆onsets )+τc, ∆onsets < ∆s≤∆

ultimate
s ,

0, ∆s > ∆
ultimate
s ,

（5）

Kinitial
ss Ksoften

ss Kinitial
ss > 0 Ksoften

ss < 0

∆onsets ∆ultimates τc

w(x) u(x)

式中， ， 分别为Ⅱ型裂纹黏聚区线弹性阶段及线性软化阶段的切线刚度，且 ， ；

为黏聚区损伤起始时的轴向相对位移， 为最终有效相对位移，此时分层裂纹发生扩展； 为Ⅱ型裂

纹对应的界面应力强度.本文将对挠度函数 及轴向位移函数 进行分段求解.

∆s≤∆
onset
s(a)线弹性阶段 .此时，黏聚区未发生损伤，控制方程简化为

D11sA11s−B2
11s

Kinitial
ss b

d6welastic(x)
dx6 − 1

2
(4D11s+4hB11s+h2A11s)

d4welastic(x)
dx4 = 0. （6）

位移函数的通解为■|||||||||||||||||■|||||||||||||||||■

welastic(x) = a1eφ1 x +a2e−φ1 x +a3x3+a4x2+a5x+a6,

uelastic1 (x) =
2A11sD11s+B2

11s+hA11sB11s

2A11sB11s+hA2
11s

φ1
(
a1eφx −a2e−φx)− 3h

2
a3x2+a7x+a8,

uelastic2 (x) = −
2A11sD11s+B2

11s+hA11sB11s

2A11sB11s+hA2
11s

φ1
(
a1eφx −a2e−φx)+ 3h

2
a3x2+

(2ha4+a7) x+
(

6B11s+3hA11s

bKinitial
ss

a3+ha5+a8

)
,

（7）
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式中

φ1 =

√
bKinitial

ss (4D11s+4hB11s+h2A11s)/(2D11sA11s−B2
11s).

∆onsets < ∆s≤∆
ultimate
s(b)软化阶段 .此时，黏聚区出现损伤软化现象，与线弹性阶段类似，将 T-S本构关系

(5)代入式 (4)，并将常微分方程组升幂、消元，可得控制方程为

D11sA11s−B2
11s

−Ksoften
ss b

d6wsoften(x)
dx6 +

1
2

(4D11s+4hB11s+h2A11s)
d4wsoften(x)

dx4 = 0. （8）

位移函数的通解为■|||||||||||||||||■|||||||||||||||||■

wsoften(x) = a9 sin(φ2x)+a10 cos(φ2x)+a11x3+a12x2+a13x+a14,

usoften1 (x) =
2A11sD11s+B2

11s+hA11sB11s

2A11sB11s+hA2
11s

φ1 (a9 cos(φ2x)−a10 sin(φ2x))− 3h
2

a11x2+a15x+a16,

usoften2 (x) = −
2A11sD11s+B2

11s+hA11sB11s

2A11sB11s+hA2
11s

φ1 (a9 cos(φ2x)−a10 sin(φ2x))+
3h
2

a11x2+

(2ha12+a15) x+
(

6B11s+3hA11s

bKsoften
ss

a11+ha13+a16−∆ultimates

)
,

（9）

式中

φ2 =

√
−bKsoften

ss (4D11s+4hB11s+h2A11s)/(2D11sA11s−B2
11s).

∆s > ∆
ultimate
s(c)当轴向相对位移超过黏聚区最终有效相对位移时，即 ，裂纹扩展.此时该区域位移不再受黏

聚区约束，控制方程可表示为

d4w
dx4 = 0. （10）

位移函数的通解为■|||||||||||■|||||||||||■

wcracked(x) =
1
6

a17x3+
1
2

a18x2+a19x+a20,

ucracked1 (x) =
B11s

2A11s
a17x2+a23x+a24,

ucracked2 (x) = − B11s

2A11s
a17x2+ (a23−a21) x+ (a24−a20).

（11）

welastic(x) wsoften(x) wcracked(x) uelastick usoftenk

ucrackedk (k = 1,2) ai(i = 1,2, · · · ,24)

综上，ENF试件的挠度函数可用 ， ， 分段表示，位移函数则可由 ， ，

分段表示.其中， 为待定系数，可采用边界条件和连续性条件确定.
 

2.2   求解

标准复合材料层合板 ENF试件两端为简支约束，除加载点位于上半板外，ENF试件的约束都施加在下半

板.因此，ENF试件的边界条件可表示为■||||■||||■
N1(0) = 0, welastic(0) = 0, Mreslt(0) = 0,
N1(2L) = 0, wcracked(2L) = 0, Mreslt(2L) = 0,
N2(2L) = 0, uelastic2 (0) = 0,

（12）

Mreslt = M1+M2+h (N1−N2)/2式中， 为 ENF试件中关于中面（断裂面）的合力矩.

Ksoften
ss

a lCZ

xE = 2L−a0− lCZ xS = 2L−a0 w(x) u(x)

lCZ

当分层裂纹尖端处于软化阶段时，随相对位移的增加，黏聚区切应力以切线刚度 线性减小，界面开

始出现损伤，但此时黏聚区的切应力及割线刚度仍为正值，裂纹未发生扩展，裂纹长度为 ，黏聚区长度为 ，

如图 4所示.在 ， ，ENF试件的位移函数 ， 应满足位移连续、转角连续、合力

矩连续、剪力及轴力连续条件.进一步地，在数值计算过程中，设定黏聚区长度 为增量叠加的过程：

liCZ = li−1
CZ +δCZ, l0CZ = 0, （13）

δCZ xS = 2L−a0

∆s(xS) = ∆ultimate lCZ = lmax
CZ

式中， 为黏聚区长度增量，本文取值为 0.01 mm.当裂尖点 处的相对位移达到最终有效相对位移

时，即 ，裂纹即将发生扩展，此时黏聚区长度达到最大值 .
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P P特别地，在加载点处存在集中载荷 ，引起剪力突变，其突变值为载荷 的大小，即为
P+Qreslt(L−) = Qreslt(L+). （14）

∆s(xE) = ∆onset P0令 ，可求得加载时线弹性阶段的最大载荷 .

∆s(xS) = ∆ultimate a > a0

a

当黏聚区满足裂纹扩展条件时，即 ，裂纹发生扩展，此时裂纹长度 .在数值计算过程

中，设定裂纹长度 为增量叠加的过程：

a j = a j−1+δa, （15）

δa xS = 2L−a

xE′ = 2L−a− lCZ

式中， 为裂纹长度增量，本文取值为 0.001 mm.此外，在裂纹扩展过程中，裂尖点 处及黏聚区尖端

处的位移应满足以下约束条件：{
∆s(xS) = ∆ultimate,
∆s(xE′ ) = ∆onset.

（16）

  

图 4    ENF试件加载软化阶段

Fig. 4    The loading softening stage of the ENF specimen 

3    分析与讨论

为验证本文基于 CZM建立的分层裂纹扩展分析模型的有效性，选取文献 [16]中的复合材料层合板及界

面性能参数，针对给定几何尺寸的试件进行分析.ENF试件为单向复合材料（HTA6376/C）层合板，相关材料力

学性能参数、试件几何尺寸分别如表 1和表 2所示. 

表 1    ENF 试件材料力学性能参数[16]

Table 1    Mechanical properties of the ENF specimen[16]
 

mechanical properties of the HTA6376/C composite single layer plate

E11=120 GPa E22 = E33=10.5 GPa G12 =G13=5.25 GPa G23= 3.48 GPa ν12 = ν13=0.3 ν23=0.51

fracture properties of the interfacial cohesive zone

GIc=0.26 N/mm GⅡc=1.002 N/mm σc=30 MPa τc=60 MPa Kinitial
nn =1 × 103 GPa/mm Kinitial

ss =1 × 103 GPa/mm
 

表 2    ENF 试件几何尺寸[16]

Table 2    Geometric dimensions of the ENF specimen[16]
 

specimen effective length 2L / mm bspecimen width   / mm 2hspecimen thickness   / mm a0initial crack length   / mm
100 20 3.1 35

Pc

如图 5所示，本文提出的基于 CZM裂纹扩展分析模型能够有效地模拟 ENF试件裂纹扩展过程，采用该

模型预测的失效载荷与试验结果误差仅为 5%.此外，由于考虑了黏聚区的软化过程，本文模型预测的载荷-位
移曲线在初始弹性加载段之后出现非线性，预测的失效载荷优于传统的梁理论预测.由于梁理论仅在裂纹开

始扩展之后引入Ⅱ型临界能量释放率 GⅡc，其对 ENF试件失效载荷 的预测值偏大.加载后期，裂纹扩展主要

受单参数 GⅡc 影响，在加本文模型预测的载荷-位移曲线与梁理论结果基本重合（图 5）.
基于所提出的 ENF试件分层裂纹扩展模型，本文进一步分析界面强度、断裂韧性及界面初始刚度对

ENF试件载荷-位移曲线的影响.首先，界面强度对 ENF试件失效前的非线性段及最大失效载荷有一定影响，

如图 6所示，随着界面强度增大，失效载荷增大，本文模型预测的载荷-位移曲线不断接近梁理论结果（后者仅

考虑弹性阶段，假设界面强度无限大）.此处，断裂韧性 GⅡc 是影响Ⅱ型裂纹扩展的主要参数，随着 GⅡc 的增

加，失效载荷增大，如图 7所示；由于梁理论未考虑黏聚区软化，其预测的失效载荷为本文模型预测的上阈值. 
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图 5    本文模型与实验结果[16] 及梁理论预测的对比

Fig. 5    Comparison of the proposed model with the experimental results[16] and the beam theory prediction
 

Kinitial
nn Kinitial

nn

Kinitial
nn

Kinitial
ss = 1.8 GPa

Kinitial
ss

Kinitial
ss

图 8(a)给出界面初始刚度 对 ENF试件载荷-位移曲线的影响： 的变化仅影响线弹性加载段的

极限点，对最大失效载荷无影响；随着 的减小，线弹性段不断增加，且试件在达到最大失效载荷前为完全

弹性.结合图 8(b)可知，T-S本构中无软化阶段时（ /mm），界面的损伤起始与裂纹扩展同时发

生，试件中无黏聚区存在；随着 的增大，非线性段逐步增加，且线弹性段逐渐与梁模型结果重合.因此，选

取较大的 时，模型预测更符合试验结果，且可保证黏聚区上下表面在加载过程不发生较大的干涉.
  

图 8    Ⅱ型界面初始刚度的影响：(a)载荷-位移曲线；(b)Ⅱ型裂纹 T-S本构关系

Fig. 8    Influences of the initial stiffness of the mode Ⅱ interfaces: (a) load-displacement curves; (b) T-S constitutive relationships of the mode Ⅱ crack

 

 
图 6    界面强度对 ENF试件载荷-位移曲线的影响

Fig. 6    Influences of the interfacial strength on load-displacement curves of

the ENF specimen
 

 

 
图 7    断裂韧性对 ENF试件载荷-位移曲线的影响

Fig. 7    Influences of the fracture toughness on load-displacement curves of

the ENF specimen
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lCZ lCZ

图 9展示了 ENF试件Ⅱ型裂纹黏聚区长度随裂纹扩展的变化：裂纹扩展过程中，当黏聚区尖端到达试件

半长处时， 呈现一定程度的减小，这与Ⅰ型裂纹的 维持不变有所不同.因此，采用基于 CZM的有限元方

法对含有Ⅱ型裂纹的结构进行裂纹扩展模拟时，应充分考虑裂纹长度对黏聚区长度和界面单元尺寸的影响，

以保证数值模拟结果的准确性.
  

图 9    Ⅱ型裂纹黏聚区长度随裂纹扩展的变化趋势

Fig. 9    Variation tendencies of the cohesive zone length of the mode Ⅱ crack with the crack growth
 

图 10给出界面参数对Ⅱ型裂纹黏聚区长度的影响，可见黏聚区长度随断裂韧性增大而增大，随界面强度

增大而减小，且界面强度相较于断裂韧性对Ⅱ型裂纹黏聚区长度的影响更为明显.
  

图 10    界面参数对Ⅱ型裂纹黏聚区长度的影响

Fig. 10    Influences of interface parameters on the cohesive zone length of the mode Ⅱ crack
  

4    结　　论

基于经典层合板理论及 CZM，本文建立了适用于分析纯Ⅱ型断裂 ENF试件分层裂纹扩展的理论模型，且

模型预测的载荷-位移曲线与试验结果吻合较好，验证了其有效性和准确性.随后，本文采用该模型，量化了界

面强度、断裂韧性及界面初始刚度对 ENF试件载荷-位移曲线的影响，发现界面强度主要影响试件失效前的

力学行为，对裂纹扩展基本无影响；断裂韧性是影响裂纹扩展的主要参数；界面初始刚度仅影响线弹性加载

段；黏聚区长度随断裂韧性增大而增大，随界面强度增大而减小；相较于断裂韧性，界面强度对裂纹黏聚区长

度影响更明显；黏聚区尖端到达试件半长处时，纯Ⅱ型裂纹黏聚区的长度有一定程度的减小.本文提出的理论

模型为复杂结构的分层裂纹扩展分析提供了理论依据，还为数值仿真提供了可靠的交叉检验工具.此外，后续

工作应进一步分析多种Ⅱ型断裂韧性试件的裂纹扩展，如端部加载劈裂试件等，提高预测的准确性及模型的

适用性.
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