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摘要：　 充液弹性毛细管广泛存在于生物体（如毛细血管、植物导管等）和工程领域（如微流控冰阀门、制冷系统热

管、ＭＥＭＳ 微通道谐振器等）．低温工作环境中，充液弹性毛细管内部的液柱会发生相变并引发冻胀效应，从而导致

管壁的变形、损伤乃至断裂．该文建立并求解了考虑温度梯度、界面张力及液体冻胀作用的弹性毛细管平衡方程，分
析了液柱低温相变过程中毛细管壁的径向和环向应力，发现管壁应力分布受热毛细弹性数和冻毛细弹性数的影

响，且影响大小跟壁厚相关．该研究不仅有助于理解生物体内充液弹性毛细管冻胀失效机制，还可为 ＭＥＭＳ 微流控

芯片的抗冻胀失效设计提供理论指导．

关　 键　 词：　 相变；　 界面张力；　 冻胀；　 热毛细弹性数；　 冻毛细弹性数
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引　 　 言

充液弹性毛细管广泛存在于生物体（如毛细血管［１⁃２］、植物导管［３］ 等）和工程领域（如微流控阀门［４⁃５］、
ＭＥＭＳ 微通道谐振器［６⁃９］、毛细管电泳技术［１０⁃１１］等）．低温环境下，充液弹性毛细管内部的液体会发生相变及

冻胀，管壁应力显著增大，从而导致管壁变形、损伤乃至断裂．因此，建立可以量化充液弹性毛细管内相变及

应力状态的力学理论模型，对防治冻胀破坏具有重要的指导意义．
充液弹性毛细管的固⁃液界面对其应力状态有显著影响．弹性固体的尺寸较小或弹性模量较低时，毛细

力会导致固体的结构发生变形，即毛细弹性现象（如纤维素泡沫吸水溶胀［１２］、毛细管 Ｒａｙｌｅｉｇｈ⁃Ｔａｙｌｏｒ 不稳定

性［１３］、毛细折纸［１４］、纳米颗粒组装［１５］等），其本质是物体中的弹性应变能与界面能之间的平衡．近年来，国内

外针对毛细弹性相关的力学行为开展了大量研究．例如，Ｓｉｎｇｈ 等［１６］提出了描述界面张力下多弹性体聚集行

为的力学模型；Ｄａｓ 等［１７］基于密度泛函理论，计算了液滴在固体基底上的毛细力，发现切向力会导致附加的

弹性变形；Ｈａｄｊｉｔｔｏｆｉｓ 等［１８］基于润滑理论，研究了蒸发诱导的弹性毛细聚集行为．此外，界面张力作用下，充液

弹性毛细管的毛细弹性的力学行为也引起了广泛关注．例如，Ｓｍａｌｙｕｋｈ 等［１９］ 发现，在强毛细⁃弹性耦合作用

的液晶表面上，胶体粒子导致的界面屈曲与毛细力之间存在相关性；表面张力作用下，Ｈｏｂｅｒｇ 等［２０］发现弹性

毛细管会发生非轴对称屈曲，进而自发地塌陷、聚结，并建立了弹性毛细管初始变形和完全塌陷的判据，而
Ｘｕａｎ 等［２１］则分析了圆柱通道的弹性失稳；Ｌｉｕ 等［２２］基于梁理论，分析了液⁃固界面张力对充液毛细管悬臂梁

振动的影响；Ｗｕ 等［２３］考虑界面张力及静水压力的作用，建立了基于 Ｆｌｕｇｇｅ 理论的充液毛细管波动模型；通
过研究气泡在弹性毛细管内的热毛细迁移现象，Ｍａｚｏｕｃｈｉ 等［２４］修正了 Ｌａｎｄａｕ⁃Ｌｅｖｉｃｈ 方程．

近年来，低温相变过程中弹性毛细结构（如毛细管、水凝胶）的力学行为也日益受到国内外学者的关注．
例如，Ｒａｏ 等［２５］发现冰冻水凝胶具有较高的延展性和屈服强度；Ｍｏｒｅｌｌｅ 等［２６］ 发现可通过调控水凝胶中离子

化合物浓度，增加其在低温相变下的断裂韧性；Ｃｏｕｓｓｙ［２７］ 发展了相变多孔力学理论框架；Ｒａｂｉｎ 等［２８⁃２９］ 求解

了相变过程中球壳结构的冻胀应力及热应力．针对毛细管液体相变过程，Ｇｉｌｐｉｎ［３０⁃３１］ 研究了冷管中冰的形成

和流动堵塞的模式；Ａｌｅｘｉａｄｅｓ［３２］ 发现冷管的相变界面模糊区存在树枝状、柱状、非晶态等微观结构特征；
Ｃｏｎｄｅ 等［３３］分析了层流圆柱管道中水和橄榄油冻结长度的影响因素；Ｌｉｕ 等［３４⁃３５］ 理论研究了管状和膜状液

体相变过程中的界面生长速度，提出了临界毛细管半径（ｃｒｉｔｉｃａｌ ｃａｐｉｌｌａｒｙ ｒａｄｉｕｓ）的概念；Ｊａｉｎ 等［３６］ 基于体积

离散的简化模型，计算了有限长的液柱低温相变堵塞通道所需时间．
综上，尽管国内外学者针对充液弹性毛细管的低温相变过程展开了大量理论和实验研究，但液⁃固界面

张力在相变过程的作用仍不明晰．本文首先求解了毛细管相变过程中的温度分布，进而在考虑温度梯度、界
面张力及液体冻胀效应的基础上，建立了充液弹性毛细管力学平衡方程，由此确定了液体低温相变后毛细管

壁的应力分布，并分析了热毛细弹性数 λ （温度相对毛细力引起的变形）和冻毛细弹性数 ϕ （冻胀相对毛细

力引起的变形）对毛细管应力的影响规律．

１　 问 题 描 述

考虑内径为 ｒｉ， 外径为 ｒｏ， 长度为 Ｌ 的封闭充液弹性毛细管模型（图 １）．低温环境下，毛细管内部水柱从

外到内发生由液到固的相变，其内部水柱半径为 δ，ΔＬ 为毛细管轴向的伸长量， ｕｒｉ 为毛细管内壁位移．模型

初始温度为 Ｔｉｏ， 某一时刻置于 Ｔｏ 的低温环境中，管内水柱从管壁处开始发生结冰相变，直至完全转变成固

体冰柱．按照相变开始时间 ｔｓ 及相变结束时间 ｔｅ 分为三个阶段，对毛细管降温相变过程进行力学分析：
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１） ｔ≤ ｔｓ 时，内部水柱的温度高于相变温度 （Ｔｆ），水柱未开始相变 （δ ＝ ｒｉ） ．毛细管受到由于内外壁温度

差产生的热应力，且毛细管内壁存在不可忽略的界面张力 ｐγ ．
２） ｔｓ ＜ ｔ ＜ ｔｅ 时，水柱开始发生相变 （０ ＜ δ ＜ ｒｉ）， 冰层从内壁向内发展［３６］，此时存在两个不同的界面

（管⁃冰界面、冰⁃水界面），毛细管内壁受到的张力 ｐγ 来自两个部分，即管⁃冰界面张力直接在管壁产生的 ｐγ
１，

以及冰⁃水界面张力 ｐγ
２ 在管壁处产生的 ｐｍ ．此外，由于水的密度大于冰的密度，故相变后水柱的体积膨胀，在

管壁处产生冻胀压力 ｐφ ．
３） ｔ≥ ｔｅ 时，水柱完全相变为固体 （δ ＝ ０），毛细管受到的力来自于热应力、冻胀应力以及管⁃冰界面张力

产生的应力．

（ａ） 相变前 （ｂ） 相变后

（ａ） Ｂｅｆｏｒｅ ｐｈａｓｅ ｔｒａｎｓｉｔｉｏｎ （ｂ） Ａｆｔｅｒ ｐｈａｓｅ ｔｒａｎｓｉｔｉｏｎ
图 １　 弹性毛细管内水柱相变前后示意图

Ｆｉｇ． １　 Ｄｉａｇｒａｍｓ ｏｆ ｔｈｅ ｗａｔｅｒ ｃｏｌｕｍｎ ｉｎ ｅｌａｓｔｉｃ ｃａｐｉｌｌａｒｙ ｔｕｂｅ ｂｅｆｏｒｅ ａｎｄ ａｆｔｅｒ ｐｈａｓｅ ｔｒａｎｓｉｔｉｏｎ

１．１　 控制方程

考虑毛细管壁中的轴对称温度分布问题［３７］，其导热方程为

　 　 １
ｒ

ｄ
ｄｒ

ｒ ｄＴ
ｄｒ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ０． （１）

毛细管和冰层的径向及环向应力平衡方程为

　 　
∂σａ

ｒ

∂ｒ
＋
σａ

ｒ － σａ
θ

ｒ
＝ ０， （２）

其中， ａ ＝ ｃ 表示毛细管， ａ ＝ ｉ 表示冰层．
毛细管轴向力平衡方程为

　 　 σｃ
ｚπ（ ｒ２ｏ － ｒ２ｉ ） ＝ ｐφπｒ２ｉ ． （３）

１．２　 变形协调方程

　 　
ｄεａ

θ

ｄｒ
＝ １

ｒ
（εａ

ｒ － εａ
θ） ． （４）

１．３　 本构方程

　 　 εａ
ｒ ＝ １

Ｅａ
（σａ

ｒ － μａ（σａ
ｚ ＋ σａ

θ）） ＋ αａＴａ， （５ａ）

　 　 εａ
θ ＝ １

Ｅａ
（σａ

θ － μａ（σａ
ｚ ＋ σａ

ｒ ）） ＋ αａＴａ， （５ｂ）

　 　 εａ
ｚ ＝ １

Ｅａ
（σａ

ｚ － μａ（σａ
θ ＋ σａ

ｒ ）） ＋ αａＴａ， （５ｃ）

其中， Ｅａ 为弹性模量， μａ 为 Ｐｏｉｓｓｏｎ 比， αａ 为热膨胀系数， Ｔａ 为温度．
１．４　 边界条件

毛细管内壁压力、毛细管外壁自由边界条件为

　 　 σｃ
ｒ（ ｒｉ） ＝ ｐφ ＋ ｐγ， （６ａ）

　 　 σｃ
ｒ（ ｒｏ） ＝ ０． （６ｂ）

冰层内、外压力边界条件为

　 　 σｉ
ｒ（δ） ＝ ｐγ

２， （７ａ）
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　 　 σｉ
ｒ（ ｒｉ） ＝ ｐφ ＋ ｐγ ． （７ｂ）

毛细管的内壁温度随时间变化，外壁温度恒定［３６， ３８⁃４０］，即
　 　 Ｔ（ ｒｉ，ｔ） ＝ Ｔｉ（ ｔ）， （８ａ）
　 　 Ｔ（ ｒｏ，ｔ） ＝ Ｔｏ， （８ｂ）

其中， Ｔｉ（ ｔ） 为内壁温度．
初始时刻 （ ｔ ＝ ０）， 毛细管内壁温度为 Ｔｉｏ， 即 Ｔｉ（ ｔ） 为

　 　 Ｔｉ（０） ＝ Ｔｉｏ ． （９）

２　 问 题 求 解

２．１　 传热分析

满足毛细管内外壁温度边界条件（８）和导热方程（１）的温度分布 Ｔ（ ｒ，ｔ） 可表示为

　 　 Ｔ（ ｒ，ｔ） ＝
ｌｎ（ ｒ ／ ｒｏ）
ｌｎ（ ｒｉ ／ ｒｏ）

（Ｔｉ（ ｔ） － Ｔｏ） ＋ Ｔｏ ． （１０）

以下根据热力学定律求解内壁温度 Ｔｉ（ ｔ） ．水柱内能 Ｑ（ ｔ） 的变化等于管内壁处的热流量 ψ（ ｒｉ，ｔ） （忽略

毛细管两端的热流量），故可得

　 　 ψ（ ｒｉ，ｔ） ＝ ｄＱ（ ｔ）
ｄｔ

． （１１）

根据 Ｆｏｕｒｉｅｒ 定律，毛细管的热流密度 ｑ（ ｒ，ｔ） 为

　 　 ｑ（ ｒ，ｔ） ＝ － λｃ
ｄＴ（ ｒ，ｔ）

ｄｒ
， （１２）

其中， λｃ 为毛细管导热系数．对式（１０）求导，代入式（１２），可得内壁处的热流量 ψ（ ｒｉ，ｔ） 为

　 　 ψ（ ｒｉ，ｔ） ＝
２πλｃＬ（Ｔｏ － Ｔｉ（ ｔ））

ｌｎ（ ｒｉ ／ ｒｏ）
． （１３）

假设管内自然对流使得管内水柱的温度分布迅速达到均匀［４１⁃４３］，则相变前毛细管内部水柱内能变化由

温度变化引起，为
　 　 Ｑ（ ｔ） ＝ ｃｗρｗπｒ２ｉ Ｌ（Ｔｉ（ ｔ） － Ｔｉｏ）， （１４）

其中， ｃｗ 为水柱比热容， ρｗ 为水柱密度．
将式（１３）、 （１４）代入式（１１）中， 结合内壁温度边界条件（９）， 可得毛细管相变前内壁的温度 Ｔｉ（ ｔ） 需

满足

　 　
Ｔｉ（ ｔ） － Ｔｏ

Ｔｉｏ － Ｔｏ

＝ ｅｘｐ
２λｃ ｔ

ｌｎ（ ｒｉ ／ ｒｏ）ｃｗρｗｒ２ｉ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ． （１５）

水柱的结冰相变温度为 Ｔｆ， 温度从初始温度 Ｔｉｏ 降到相变温度 Ｔｆ 所需的时间为 ｔｓ， 由式（１５）可得

　 　 ｔｓ ＝
ｒ２ｉ ｃｗρｗ

２λｃ
ｌｎ

ｒｉ
ｒｏ

ｌｎ
Ｔｆ － Ｔｏ

Ｔｉｏ － Ｔｏ
． （１６）

相变过程中，管内为冰水混合物，且温度恒定［４４］ ．相变时，潜热只能通过内壁的热流量向外释放（忽略毛

细管两端的热流量），且流量恒定（式（１２））．相变过程中，冰层内剩余未相变的水柱半径为 δ， 此时释放潜热

所需的时间为

　 　 ｔ（δ） ＝ ｔｓ ＋
ρｗ
χｒ２ｉ

２λｃ（Ｔｆ － Ｔｏ）
ｌｎ

ｒｏ
ｒｉ

１ － δ
ｒｉ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （１７）

其中， χ 为单位质量的水柱相变的潜热．
毛细管内水柱完成相变所需要的时间，即相变时间 ｔｆ：

　 　 ｔｆ ＝
ρｗ
χｒ２ｉ

２λｃ（Ｔｆ － Ｔｏ）
ｌｎ

ｒｏ
ｒｉ

． （１８）
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式（１７）中的 δ 对 ｔ 求导，可得毛细管内冰⁃水界面推进的速度，即相变速度 ｖ（δ）：

　 　 ｖ（δ） ＝
λｃ（Ｔｆ － Ｔｏ）

δρｗ
χｒｉ ｌｎ（ ｒｏ ／ ｒｉ）

． （１９）

相变平均速度 ｖ－ 可由毛细管内径 ｒｉ 除以相变时间 ｔｆ 得到

　 　 ｖ－ ＝
２λｃ（Ｔｆ － Ｔｏ）

ｒｉδρｗ
χｒｉ ｌｎ（ ｒｏ ／ ｒｉ）

． （２０）

比较相变速度 ｖ（δ） 与平均相变速度 ｖ－ 发现， 当毛细管内相变界面发展到中间位置 （δ ＝ ｒｉ ／ ２） 时， 二者

相等．
相变完成后 （ ｔ ≥ ｔｅ）， 利用式（１１）可求得内壁温度的变化，即

　 　
Ｔｉ（ ｔ） － Ｔｏ

Ｔｉｏ － Ｔｏ

＝ ｅｘｐ
２λｃ ｔ

ｌｎ（ ｒｉ ／ ｒｏ）ｃｉρｉｒ２ｉ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ． （２１）

由式（１５）可得无量纲的内壁温度 Ｔ∗
ｉ （Ｆｏ） 为

　 　 Ｔ∗
ｉ （Ｆｏ） ＝ ｅ２Ｆｏ ／ ｌｎ η， （２２）

其中，内壁温度 Ｔ∗
ｉ （ ｔ） ＝

Ｔｉ（ ｔ） － Ｔｏ

Ｔｉｏ － Ｔｏ
， 热扩散系数 α ＝

λｃ

ｃｗρｗ
， 无量纲时间 Ｆｏ ＝

αｔ
ｒ２ｉ
， 管壁内外径之比 η ＝

ｒｉ
ｒｏ

．

无量纲的结冰相变温度 Ｔ∗
ｆ 为

　 　 Ｔ∗
ｆ ＝

Ｔｆ － Ｔｏ

Ｔｉｏ － Ｔｏ
． （２３）

由式（１６）可得无量纲的开始相变时间 Ｆｏｓ 为

　 　 Ｆｏｓ ＝
１
２

ｌｎ ηｌｎ Ｔ∗
ｆ ． （２４）

利用商业有限元软件 ＣＯＭＳＯＬ Ｍｕｌｔｉｐｈｙｓｉｃｓ ５．６ 分析无量纲的相变开始时间 Ｆｏｓ 与无量纲相变温度 Ｔ∗
ｆ

之间的关系，仿真结果如图 ２ 所示，同时给出了理论结果．附录中的表 Ａ１ 列出了计算时所需的相关物理参

数．图 ２ 表明理论解与仿真解吻合良好，从而验证了相变前温度分析的正确性．相变开始时间 Ｆｏｓ 随相变温度

Ｔ∗
ｆ 的提高而减小；无量纲相变温度 Ｔ∗

ｆ 趋于零时（即环境温度 Ｔｏ 接近于相变温度 Ｔｆ）， 无量纲相变开始时间

Ｆｏｓ 较长，而 Ｔ∗
ｆ 趋于 １ 时（即环境温度远低于相变温度），相变开始时间 Ｆｏｓ 趋于零，即相变立即发生．

图 ２　 相变开始时刻与相变温度的关系

Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ｐｈａｓｅ ｔｒａｎｓｉｔｉｏｎ ｂｅｇｉｎｎｉｎｇ ｔｉｍｅ ａｎｄ ｔｈｅ ｐｈａｓｅ ｔｒａｎｓｉｔｉｏｎ ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ

由式（１７）可得无量纲的相变持续时间 Ｆｏ（ζ） 为

　 　 Ｆｏ（ζ） ＝ Ｆｏｓ ＋
１

２Ｎｓｔｅ
ｌｎ １

η
（１ － ζ２）， （２５）

其中， Ｎｓｔｅ ＝
ｃｗ（Ｔｆ － Ｔｏ）

χ 为 Ｓｔｅｆａｎ 数， Ｆｏ（ζ） ＝ αｔ（ζ）
ｒ２ｉ

，ζ ＝ δ
ｒｉ

．
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由式（１８）可得无量纲的相变结束时间 Ｆｏｆ 为

　 　 Ｆｏｆ ＝
１

２Ｎｓｔｅ
ｌｎ １

η
． （２６）

式（２６）与 Ｍｙｅｒｓ 等［３９］ 和 Ｊａｉｎ 等［３６］ 通过不同建模方法得到的公式一致，即完全相变所需时间与管道尺

寸成正比、与内外管壁温度差成反比．该结果进一步验证了上文通过温度分析所得相变时间的正确性．
最后，将式（２１）代入式（１０）中，可得毛细管在相变过程中的无量纲温度分布为

　 　 Ｔ∗（ρ，Ｆｏ） ＝

ｌｎ（ρ － ηρ ＋ η）
ｌｎ η

ｅ２Ｆｏ ／ ｌｎ η， Ｆｏ ＜ Ｆｏｓ，

ｌｎ（ρ － ηρ ＋ η）
ｌｎ η

Ｔ∗
ｆ ， Ｆｏｓ ≤ Ｆｏ ≤ Ｆｏｅ，

ｌｎ（ρ － ηρ ＋ η）
ｌｎ η

ｅ２ｋＦｏ ／ ｌｎ η， Ｆｏ ＞ Ｆｏｅ，

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

（２７）

其中， ρ ＝ （ ｒ － ｒｉ） ／ （ ｒ０ － ｒｉ）， 冰水体热容之比 ｋ ＝ （ｃｗρｗ） ／ （ｃｉρｉ） ．
２．２　 应力分析

将作用于弹性毛细管的应力分解为弹性毛细管热应力 σＴ、界面张力引起的拉应力 σγ 及冻胀引起的压

应力 σφ ［４５］（图 ３）， 即

　 　 σ（ ｒ，ｔ） ＝ σＴ（ ｒ，ｔ） ＋ σγ（ ｒ，ｔ） ＋ σφ（ ｒ，ｔ） ． （２８）

图 ３　 弹性毛细管的载荷分解为内外温差、界面张力和冻胀压力

Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ ｌｏａｄ ｏｆ ｅｌａｓｔｉｃ ｃａｐｉｌｌａｒｙ ｔｕｂｅ ｄｅｃｏｍｐｏｓｅｄ ｉｎｔｏ ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ， ｉｎｔｅｒｆａｃｉａｌ ｔｅｎｓｉｏｎ ａｎｄ ｆｒｏｓｔ ｈｅａｖｅ ｐｒｅｓｓｕｒｅ

接下来，首先求解毛细管在低温相变过程中的温度分布，然后分别求解热应力、冻胀压应力及界面张力

引起的拉应力．
１） 热应力

利用式（２） ～ （５）并结合式（２７）可求得毛细管由于内外温度差产生的热应力［４６］，无量纲处理后表示为

　 　 σＴ
ｒ（ρ，Ｆｏ） ＝

　 　 　 　 Ｅα
１ － μ

Ｔｉｏ － Ｔｏ

２ｌｎ（１ ／ η）
－ ｌｎ １

η ＋ （１ － η）ρ
＋ η２

１ － η２

１
（η ＋ （１ － η）ρ） ２

－ １æ

è
ç

ö

ø
÷ ｌｎ １

η
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ｅ２Ｆｏ ／ ｌｎ η， （２９ａ）

　 　 σＴ
θ（ρ，Ｆｏ） ＝

　 　 　 　 Ｅα
１ － μ

Ｔｉｏ － Ｔｏ

２ｌｎ（１ ／ η）
１ － ｌｎ １

η ＋ （１ － η）ρ
－ η２

１ － η２

１
（η ＋ （１ － η）ρ） ２

＋ １æ

è
ç

ö

ø
÷ ｌｎ １

η
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ｅ２Ｆｏ ／ ｌｎ η， （２９ｂ）

　 　 σＴ
ｚ（ρ，Ｆｏ） ＝ Ｅα

１ － μ
Ｔｉｏ － Ｔｏ

２ｌｎ（１ ／ η）
１ － ２ｌｎ １

η ＋ （１ － η）ρ
－ ２η２

１ － η２ ｌｎ １
η

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ｅ２Ｆｏ ／ ｌｎ η， （２９ｃ）

其中，内壁温度 Ｔ∗
ｉ （Ｆｏ） 上文已经给出（式（２７））．

２） 冻胀应力

根据式（２） ～ （５）结合边界条件（式（６））可得冻胀情况下毛细管应力分布［４７］为

　 　 σｐ
ｒ（ρ，Ｆｏ） ＝

η２ｐφ（Ｆｏ）
１ － η２ １ － １

（１ － η）ρ ＋ η
æ

è
ç

ö

ø
÷

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （３０ａ）
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　 　 σｐ
θ（ρ，Ｆｏ） ＝

η２ｐφ（Ｆｏ）
１ － η２ １ ＋ １

（１ － η）ρ ＋ η
æ

è
ç

ö

ø
÷

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （３０ｂ）

　 　 σｐ
ｚ（ρ，Ｆｏ） ＝

η２ｐφ（Ｆｏ）
１ － η２ ， （３０ｃ）

其中，相变过程的冻胀压力 ｐφ（Ｆｏ） 不断增大，故需要根据冻胀率的定义求解 ｐφ（Ｆｏ） ．
为便于模型的建立，首先定义等效冻胀率．一般而言，冻胀率表示冻结前后体积之差与冻结前体积之比．

质量恒定的水柱完全相变后的冻胀率 φ 为

　 　 φ ＝
ρｗ － ρｉ

ρｉ
， （３１）

其中， ρｗ 为水的密度， ρｉ 为冰的密度．
若毛细管内水柱未完全相变，且管内存在半径为 δ 的水柱，则毛细管内部水柱的等效冻胀率 φｅ 为

　 　 φｅ（δ） ＝ φ １ － δ
ｒｉ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ． （３２）

δ ＝ ０ 时，毛细管内水柱完全相变，此时等效冻胀率 φｅ（０） ＝ φ； δ ＝ ｒｉ 时，毛细管内水柱尚未开始相变，此时等

效冻胀率 φｅ（ ｒｉ） ＝ ０．
毛细管内水柱完全相变时，根据其体积变化，冻胀率 φ 可表示为

　 　 φ ＝
π（ ｒｉ ＋ ｕｒｉ）

２（１ ＋ εｚｉ）Ｌ － πｒ２ｉ Ｌ

πｒ２ｉ Ｌ
≈ εｚｉ ＋ ２εθｉ ． （３３）

冻胀效应引起毛细管内壁的位移及毛细管轴向伸长（图 １）为
　 　 ｕｒｉ

＝ εθｉｒｉ， （３４ａ）
　 　 ΔＬ ＝ εｚｉ， （３４ｂ）

其中， εθｉ 及 εｚｉ 为毛细管内壁 （ ｒ ＝ ｒｉ） 的环向和轴向应变．将本构方程（５）和式（３０）代入式（３３）中，可求得毛

细管内水柱完全相变时冻胀产生的内壁压力 ｐφ 为

　 　 ｐφ ＝
η２Ｅｃφ

（３ － ６μｃ）η２ ＋ ２ ＋ ２μｃ

． （３５）

若毛细管内水柱趋于无限长，可视作平面应变问题，即
　 　 ε′ｚ ＝ ０． （３６）
冻胀率 φ 的表达式（３３）可相应简化为

　 　 φ′ ＝ ２εθｉ ． （３７）
由式（５）结合式（３０）可得轴向应力为

　 　 σｐ′
ｚ ＝

２μｃη２ｐφ′

１ － η２ ． （３８）

式（３５）可改写为

　 　 ｐφ′ ＝
Ｅｃφ′１

－η２

（２ － ２μｃ － ４μ２
ｃ）η２ ＋ ２ ＋ ２μｃ

． （３９）

若水柱并非完全相变，且相变沿径向由内壁向内发展［４８］，利用等效冻胀率 φｅ（δ）， 将式（３２）代入式

（３５），可求得非完全冻胀产生的内壁压力 ｐφ（δ） 为

　 　 ｐφ（δ） ＝
η２Ｅｃφ（１ － （δ ／ ｒｉ） ２）

（３ － ６μｃ）η２ ＋ ２ ＋ ２μｃ

． （４０）

进一步，将式（１７）代入，可得相变过程中的冻胀压力 ｐφ（ ｔ） 为

　 　 ｐφ（ ｔ） ＝
η２Ｅｃφ（ ｔ － ｔｓ）［２λ（Ｔｆ － Ｔｏ） ／ （ ｒ２ｉ ｌｎ（ ｒｏ ／ ｒｉ）χρｗ）］

（３ － ６μｃ）η２ ＋ ２ ＋ ２μｃ

． （４１）
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相变结束 （ ｔ ≥ ｔｅ） 后，冻胀应力不变．将上述结果无量纲化，毛细管内壁在相变过程中受到的无冻胀压

力 ｐφ（Ｆｏ） 为

　 　
ｐφ（Ｆｏ）

Ｅ
＝

０， Ｆｏ ＜ Ｆｏｓ，
２φｆ２（η）（Ｆｏｓ － Ｆｏ）Ｎｓｔｅ

ｌｎ η
， Ｆｏｓ ≤ Ｆｏ ≤ Ｆｏｅ，

φｆ２（η）， Ｆｏ ＞ Ｆｏｅ，

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（４２）

其中　 　 ｆ２（η） ＝ η２

（３ － ６μｃ）η２ ＋ ２ ＋ ２μｃ

．

将式（４２）代入式（３０）即可求得毛细管低温相变过程中受到冻胀压力时的应力分布．
３） 界面张力产生的应力

根据式（２） ～ （５）结合边界条件（６），可得界面张力下毛细管应力分布［４７］为

　 　 σｐ
ｒ（ρ，Ｆｏ） ＝

η２ｐγ（Ｆｏ）
１ － η２ １ － １

（１ － η）ρ ＋ η
æ

è
ç

ö

ø
÷

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （４３ａ）

　 　 σｐ
θ（ρ，Ｆｏ） ＝

η２ｐγ（Ｆｏ）
１ － η２ １ ＋ １

（１ － η）ρ ＋ η
æ

è
ç

ö

ø
÷

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （４３ｂ）

其中，界面张力 ｐγ（Ｆｏ） 在相变过程中未知．接下来，按照相变开始时间 Ｆｏｓ 及相变结束时间 Ｆｏｅ， 分三个阶段

求解．
相变前，水柱的半径不变，根据 Ｙｏｕｎｇ⁃Ｌａｐｌａｃｅ 方程，管壁与水柱之间的固⁃液界面对毛细管内壁的张力

ｐγ ［４９］为

　 　 ｐγ ＝
γｗ

ｒｉ
， （４４）

其中， γｗ 为毛细管壁与水之间的界面张力系数．

图 ４　 相变过程中的管⁃冰界面及冰⁃水界面示意图

Ｆｉｇ． ４　 Ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｔｕｂｅ⁃ｉｃｅ ｉｎｔｅｒｆａｃｅ ａｎｄ ｉｃｅ⁃ｗａｔｅｒ ｉｎｔｅｒｆａｃｅ ｄｕｒｉｎｇ ｐｈａｓｅ ｔｒａｎｓｉｔｉｏｎ

相变过程中， 冰与水之间的界面张力系数为 γｘ， 冰与壁面之间界面张力系数为 γｉ， 管内未相变的水柱

半径为 δ（ ｔ）， 如图 ４ 所示．此时，毛细管壁不仅受到冰与壁面之间界面张力的直接作用力 ｐγ１， 还受到冰与水之

间界面张力 ｐγ２ 对管壁的作用力 ｐｍ ．由式（４４）可得毛细管壁受到的冰与壁面之间直接作用的界面张力 ｐγ１ 为

　 　 ｐγ
１ ＝

γｉ

ｒｉ
， （４５）

式中， γｉ 为管壁与冰之间的界面张力系数．
接下来，求解冰⁃水界面张力 ｐγ

２ 对管壁间接作用的 ｐｍ， 而 ｐγ
２ 为

　 　 ｐγ
２ ＝

γｘ

δ（ ｔ）
， （４６）
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式中， γｘ 为冰⁃水界面之间的界面张力系数．根据式（２） ～ （５），结合边界条件（６）、（７），可求得冰⁃水界面张力

作用下毛细管及冰层的应力分布为

　 　 σｃ
ｒ ＝

ｒ２ｉ ｐｍ

ｒ２ｏ － ｒ２ｉ
１ －

ｒ２ｏ
ｒ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （４７ａ）

　 　 σｃ
θ ＝

ｒ２ｉ ｐｍ

ｒ２ｏ － ｒ２ｉ
１ ＋

ｒ２ｏ
ｒ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （４７ｂ）

　 　 σｉ
ｒ ＝

δ２（ ｔ）
ｒ２ｉ － δ２（ ｔ）

１ －
ｒ２ｉ
ｒ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｐγ

２ －
ｒ２ｉ

δ２（ ｔ）
－

ｒ２ｉ
ｒ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｐｍ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （４７ｃ）

　 　 σｉ
θ ＝

δ２（ ｔ）
ｒ２ｉ － δ２（ ｔ）

１ ＋
ｒ２ｉ
ｒ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｐγ

２ －
ｒ２ｉ

δ２（ ｔ）
＋

ｒ２ｉ
ｒ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｐｍ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ． （４７ｄ）

鉴于毛细管内壁位移 ｕｃ 与冰层外壁位移 ｕｉ 相同，有

　 　 ｕｉ ＝
１ － μｉ

Ｅ ｉ

δ２（ ｔ）ｐγ
２ － ｒ２ｉ ｐｍ

ｒ２ｉ － δ２（ ｔ）
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｒ ＋

１ ＋ μｉ

Ｅ ｉ

δ２（ ｔ） ｒ２ｉ（ｐγ
２ － ｐｍ）

ｒ２ｉ － δ２（ ｔ）
æ

è
ç

ö

ø
÷

１
ｒ
， （４８ａ）

　 　 ｕｃ ＝
１ － μｃ

Ｅｃ

ｒ２ｉ ｐｍ

ｒ２ｏ － ｒ２ｉ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｒ ＋

１ ＋ μｃ

Ｅｃ

ｒ２ｏ ｒ２ｉ ｐｍ

ｒ２ｏ － ｒ２ｉ

æ

è
ç

ö

ø
÷

１
ｒ
， （４８ｂ）

　 　 ｕｉ（ ｒｉ） ＝ ｕｃ（ ｒｉ） ． （４９）
将式（４８）代入式（４９），可求得冰⁃水界面张力 ｐγ

２ 对毛细管内壁的作用力 ｐｍ 为

　 　 ｐｍ ＝
２

１
Ｅ ｉ

δ２（ ｔ）
ｒ２ｉ － δ２（ ｔ）

ｐγ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷

１ － μｉ

Ｅ ｉ

－
１ － μｃ

Ｅｃ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ２ １

Ｅ ｉ

δ２（ ｔ）
ｒ２ｉ － δ２（ ｔ）

＋ １
Ｅｃ

ｒ２ｏ
ｒ２ｏ － ｒ２ｉ

æ

è
ç

ö

ø
÷

． （５０）

最终，相变过程中毛细管的管壁受到的界面张力 ｐγ 为

　 　 ｐγ ＝ ｐγ
１ ＋ ｐｍ ． （５１）

图 ５　 不同材料的毛细管相变过程中冰⁃水界面张力对管壁的影响

Ｆｉｇ． ５　 Ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｆ ｉｃｅ⁃ｗａｔｅｒ ｉｎｔｅｒｆａｃｉａｌ ｔｅｎｓｉｏｎ ｏｎ ｔｕｂｅ ｗａｌｌ ｄｕｒｉｎｇ ｐｈａｓｅ ｔｒａｎｓｉｔｉｏｎ ｏｆ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｍａｔｅｒｉａｌｓ

考虑 ｐｍ 时，若满足 ｐｍ ／ ｐγ
１ ＜ ５％， 则认为冰⁃水界面张力对管壁的作用力 ｐｍ 可忽略不计（图 ５）．其中横坐

标 １ － ζ表示已经相变水柱的径向尺寸，纵坐标 Ｅｃ ／ Ｅ ｉ 表示毛细管弹性模量与冰弹性模量之比．对于模量较大

的毛细管（不锈钢）， ｐｍ 影响较大；对于模量适中的毛细管（玻璃、聚乙烯），相变开始阶段 ｐｍ 影响较大，相变

结束阶段则影响较小；当管壁模量较小、内外径之比较小（薄壁管）时，冰⁃水界面张力对管壁的作用力较小，
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且随着相变界面的移动进一步减小．对于软管（如硅胶管、橡胶管、血管），由于冰的弹性模量 （Ｅ ｉ ≈９ ＧＰａ）较
大，整个相变过程中 ｐｍ ／ ｐγ

１ ＜ ５％， 冰⁃水界面张力对管壁的作用力可忽略不计，即式（４３）简化为

　 　 ｐγ ＝ ｐγ
１ ． （５２）

相变结束后，管壁与冰柱之间的固⁃固界面对毛细管内壁的作用 ｐγ ［４９］ 为

　 　 ｐγ ＝
γｉ

ｒｉ
， （５３）

其中， γｉ 为毛细管壁与水之间的界面张力系数．
综上，弹性毛细管水柱低温相变过程中，界面张力的等效压力 ｐγ 为

　 　 ｐγ

γｉ ／ ｒｉ
＝

γｗ

γｉ
， Ｆｏ ＜ Ｆｏｓ，

１ ＋
２ １

Ｅ ｉ

ζ（Ｆｏ）
１ － ζ２（Ｆｏ）

γｘ

γｉ

æ

è
ç

ö

ø
÷

１ － μｉ

Ｅ ｉ

－
１ － μｃ

Ｅｃ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ２ １

Ｅ ｉ

ζ２（Ｆｏ）
１ － ζ２（Ｆｏ）

＋ １
Ｅｃ

１
１ － η２

æ

è
ç

ö

ø
÷

， Ｆｏｓ ≤ Ｆｏ ＜ Ｆｏｅ，

１， Ｆｏ ≥ Ｆｏｅ，

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï

（５４）

其中， ζ（Ｆｏ） 由式（２５）可得．将式（５４）代入式（４３），可得毛细管低温相变过程中界面张力引起的应力分布．
２．３　 无量纲化

根据式（２８），将应力进行无量纲化，令
σｒ

γｉ ／ ｒｉ
＝ σ∗

ｒ ，
σθ

γｉ ／ ｒｉ
＝ σ∗

θ ，
σｚ

γｉ ／ ｒｉ
＝ σ∗

ｚ ．定义两个无量纲参数： λ ＝

α（Ｔｉｏ － Ｔｏ）
γｉ ／ （ ｒｉＥ）

（热毛细弹性数）， ϕ ＝ φ
γｉ ／ （ ｒｉＥ）

（冻毛细弹性数）．λ 反映温度与毛细力引起的相对变形：毛细管

内部温度高于外部温度时，即 λ ＞ ０ 时，毛细管内水柱在低温环境中发生相变；毛细管内外部温度相同时，即
λ ＝ ０ 时，不存在温度梯度．ϕ 表示毛细力与冻胀压力引起的相对变形：冻胀效应存在时， ϕ ＞ ０； 冻胀效应不

存在时， ϕ ＝ ０．通过 λ 及 ϕ 的取值变化，可表示多种不同环境下毛细管壁的应力状态．
毛细管管壁的无量纲应力可表示为

　 　 σ∗
ｒ ＝

λｇ２（η，ρ）ｅ２Ｆｏ ／ ｌｎ η ＋ βｆ１（η）（１ － ｇ１（η，ρ）），　 　 　 　 　 　 　 　 　 Ｆｏ ＜ Ｆｏｓ，

λｇ２（η，ρ）Ｔ∗
ｆ ＋ ｆ１（η） （ｐｍ ＋ １） －

２ϕｆ２（η） Ｆｏｓ － Ｆｏ( ) Ｎｓｔｅ

ｌｎ η
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú （１ － ｇ１（η，ρ）），

　 　 Ｆｏｓ ≤ Ｆｏ ＜ Ｆｏｅ，

λｇ２（η，ρ）ｅ２ｋＦｏ ／ ｌｎ η ＋ ｆ１（η） １ － ϕｆ２（η）( )[ ] （１ － ｇ１（η，ρ）），　 　 Ｆｏ ≥ Ｆｏｅ，

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï

（５５ａ）

　 　 σ∗
θ ＝

λｇ３（η，ρ）ｅ２Ｆｏ ／ ｌｎ η ＋ βｆ１（η）（１ ＋ ｇ１（η，ρ）），　 　 　 　 　 　 　 　 　 Ｆｏ ＜ Ｆｏｓ，

λｇ３（η，ρ）Ｔ∗
ｆ ＋ ｆ１（η）（ｐｍ ＋ １） －

２ϕｆ２（η）（Ｆｏｓ － Ｆｏ）Ｎｓｔｅ

ｌｎ η
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú （１ ＋ ｇ１（η，ρ）），

Ｆｏｓ ≤ Ｆｏ ＜ Ｆｏｅ，

λｇ３（η，ρ）ｅ２ｋＦｏ ／ ｌｎ η ＋ ［ ｆ１（η）（１ － ϕｆ２（η））］（１ ＋ ｇ１（η，ρ））， Ｆｏ ≥ Ｆｏｅ，

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï

（５５ｂ）

其中

　 　 β ＝
γｗ

γｉ
， ｆ１（η） ＝ η２

η２ － １
， ｆ２（η） ＝ η２

（３ － ６μ）η２ ＋ ２ ＋ ２μ
， ｇ１（η，ρ） ＝ １

（１ － η）ρ ＋ η
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

，

　 　 ｇ２（η，ρ） ＝ １
１ － μ

１
２ｌｎ（１ ／ η）

－ ｌｎ １
η ＋ （１ － η）ρ

＋ η２

１ － η２

１
（η ＋ （１ － η）ρ） ２

－ １æ

è
ç

ö

ø
÷ ｌｎ １

η
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ，

　 　 ｇ３（η，ρ） ＝ １
１ － μ

１
２ｌｎ（１ ／ η）

１ － ｌｎ １
η ＋ （１ － η）ρ

－ η２

１ － η２

１
（η ＋ （１ － η）ρ） ２

＋ １æ

è
ç

ö

ø
÷ ｌｎ １

η
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ，
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式中， ｆ１（η） 和 ｆ２（η） 仅与内外径之比 η 相关，而 ｇ１（η，ρ）～ｇ３（η，ρ） 还与管壁的归一化位置相关．

３　 结果与讨论

接下来，控制某一变量进行分析时，所用物理参数均在实际应用范围内选取，其他参数取其范围内的特

定值作为基准值（表 Ａ１）．由于界面张力对毛细管产生的轴向张力可忽略不计，仅分析充液弹性毛细管相变

的径向应力和环向应力．毛细管的相变是由内壁沿径向向内，相变过程中冻胀应力不断增大．相变开始时刻，
热应力达到最大值；相变结束时，冻胀应力达到最大值．鉴于此，本文重点分析相变开始时刻 （ϕ ＝ ０、 界面张

力影响最显著）及相变结束时刻（完全冻胀）毛细管壁的应力分布．分厚壁、薄壁两种情况，分别研究热毛细

弹性数、冻毛细弹性数对管壁应力分布的影响．
３．１　 厚壁毛细管应力分布

首先，分析毛细管壁为厚壁 （η ＝ ０．１） 情况下的应力（图 ６）．在较大的热毛细弹性数 （λ ＝ １００） 及冻毛细

弹性数 （ϕ ＝ １００） 下，毛细管壁径向压应力也较大（图 ６（ａ）），因为较大的 λ 意味着温度梯度相对于界面张

力影响更为显著，较大的 ϕ 意味着冻胀效应相对于界面张力影响更为显著．因此，尽管界面张力产生的应力

为拉应力，冻胀效应和温度梯度在内壁附近产生的径应力均为压应力，而压应力最终占据主导地位．热毛细

弹性数较小 （λ ＝ １） 时，径向压应力沿壁厚方向减小，由于此时温度影响较小，故应力分布主要由冻胀产生

的内压引起；而较大的热毛细弹性数下，界面张力影响较小，应力分布主要由内外温差引起，其应力分布趋势

近似于圆筒温差应力分布趋势［４５］ ．内壁处的径向压应力与热毛细弹性数无关，且较大冻毛细弹性数下，径向

压应力较大，这是由于温度在内壁处不产生径向应力，而冻胀效应在内壁处产生径向压应力，其应力分布趋

势近似于圆筒受内压应力分布趋势［４５］ ．从式（５５ａ）看出， ρ ＝ ０ 时， σ∗
ｒ ＝ ϕ（η２ － １） ／ ［（３ － ６μ）η２ ＋ ２ ＋ ２μ］

＋ １，而厚壁情况下有 σ∗
ｒ ＝ － ϕ ／ （２ ＋ ２μ） ＋ １，通过简化公式，可直接计算厚壁毛细管内壁处径向应力．但是，

无论热弹性毛细数及冻毛细弹性数如何变化，径向应力在外壁处始终趋于零，即外壁始终为“零应力面”，即
ρ ＝ １ 时， σ∗

ｒ ＝ ０．这是因为外壁处不产生温度径向应力和冻胀径向应力，且不受界面张力作用．

图 ６　 厚壁 （η ＝ ０．１） 毛细管的无量纲径向应力及环向应力

Ｆｉｇ． ６　 Ｔｈｅ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓ ｒａｄｉａｌ ａｎｄ ｃｉｒｃｕｍｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｓｔｒｅｓｓｅｓ ｏｆ ｔｈｉｃｋ⁃ｗａｌｌｅｄ ｃａｐｉｌｌａｒｙ ｔｕｂｅｓ （η ＝ ０．１）

厚壁 （η ＝ ０．１） 情况下，热毛细弹性数较小 （λ ＝ １） 时，毛细管壁环向应力沿壁厚方向减小；反之，热毛

细弹性数较大 （λ ＝ １００） 时，环向应力沿壁厚方向单调增加（图 ６（ｂ））．由于较厚的管壁界面张力及冻胀压

力均直接作用于内壁，对环向应力的影响范围有限，故外壁处的应力主要受温度主导，且为环向拉应力．其
实，将式（５５ｂ）退化为 σ∗

θ ＝ （ϕ － ２ － ２μ） ／ （２ ＋ ２μ） － ２λ（１ ／ （２（１ － μ）））， 可直接求得厚壁毛细管内壁 （ρ
＝ ０） 处的环向应力；将式（５５ｂ）退化为 σ∗

θ ＝ λ ／ ［２（１ － μ）ｌｎ（１ ／ η）］， 则可直接求得厚壁毛细管外壁 （ρ ＝ １）
处的环向应力．此外，由于冻胀压力引起的环向压力始终为拉应力，故环向应力随冻毛细弹性数增大．有趣的

是，热毛细弹性数较大 （λ ＝ １００） 时，内、外壁处的环向应力方向相反，此时管壁内始终存在一个“零应力面”．
３．２　 薄壁毛细管应力分布

就薄壁 （η ＝ ０．９） 毛细管而言，其径向应力的“零应力面”在外壁处，且不受热毛细弹性数和冻毛细弹性
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数影响（图 ７（ａ））；而其内壁处的径向应力可为压应力（冻毛细弹性数较大，如 ϕ ＝ １００）， 也可为拉应力（冻
毛细弹性数较小，如 ϕ ＝ ０） ．热毛性弹性数对径向应力分布的影响较大：热毛细弹性数较小 （λ ＝ １） 时，径向

应力呈单调分布；热毛细弹性数较大 （λ ＝ １００） 时，径向应力呈先减后增的非单调分布．有意思的是，热毛细

弹性数较大和冻毛细弹性数较小时，管壁内会产生一个“零应力面”，此时管壁同时存在径向拉应力和压应

力，通过内外温差及内压的调控，可使弹性毛细管壁的厚度恒定不变．

图 ７　 薄壁 （η ＝ ０．９） 毛细管的无量纲径向应力及环向应力

Ｆｉｇ． ７　 Ｔｈｅ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓ ｒａｄｉａｌ ａｎｄ ｃｉｒｃｕｍｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｓｔｒｅｓｓｅｓ ｏｆ ｔｈｉｎ⁃ｗａｌｌｅｄ ｃａｐｉｌｌａｒｙ ｔｕｂｅｓ （η ＝ ０．９）

薄壁情况下，环向应力的分布规律相对简单，呈线性分布．在管壁中线附近 （ρ ＝ ０．５） 存在一个“不动

点”，其环向应力不受热毛细弹性数影响，但与冻毛细弹性数相关（图 ７（ｂ））．由于线性分布，且在管壁中线，
可进一步推断“不动点”处的环向应力为整个管壁内的平均应力．此外，冻毛细弹性数较小时，径向压力远小

于环向压力，故在薄壁分析中通常忽略径向压力的影响．

图 ８　 不同热毛细弹性数、冻毛细弹性数下毛细管的最大应力

Ｆｉｇ． ８　 Ｔｈｅ ｍａｘｉｍｕｍ ｓｔｒｅｓｓｅｓ ｏｆ ｃａｐｉｌｌａｒｙ ｔｕｂｅｓ ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｔｈｅｒｍｏｅｌａｓｔｏｃａｐｉｌｌａｒｙ ｎｕｍｂｅｒｓ ａｎｄ ｆｒｅｅｚｅ⁃ｅｌａｓｔｏｃａｐｉｌｌａｒｙ ｎｕｍｂｅｒｓ
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３．３　 管壁最大应力

就薄壁 （η ＝ ０．９） 毛细管而言，其环向应力远大于径向应力（图 ８（ａ）和（ｂ））．此时，若毛细管的管壁材料

为各向同性材料，则须优先考虑环向应力引起的破坏．较小的冻毛细弹性数下，（无量纲）最大径向应力随热

毛细弹性数的增大而增大，此时的最大应力由温度梯度产生；冻毛细弹性数增大时，热毛细弹性数的影响减

小，最大径向应力随冻毛细弹性数的增大而增大；相同材料制成的薄壁毛细管内外温差较小时，仅需考虑冻

毛细弹性数即可确定管壁的最大径向应力．
接下来考虑厚壁 （η ＝ ０．１） 毛细管最大应力（图 ８（ｃ）和（ｄ））：较小的热毛细弹性数下，相变结束时刻内

壁处受到最大应力，且随着冻毛细弹性数的增大而增大；随着热毛细弹性数的增大，冻毛细弹性数的影响减

小，此时初始时刻的径向应力在管壁内部 （ρ ＝ ０．１３） 最大，也即温差应力最大的位置．与此类似，较小的热毛

细弹性数下，相变结束时刻内壁处（由冻胀效应主导）的环向应力最大，且随冻毛细弹性数的增大而增大；冻
毛细弹性数的影响随热毛细弹性数的增大而减小；热毛细弹性数较大时，初始时刻外壁处（由温差主导）的
环向应力最大．因此，根据冻毛细弹性数及热毛细弹性数的取值，可判断不同环境下管壁最大径向应力的位

置、大小及产生的主要因素．
在毛细管的设计过程中，考虑到其对于较大的热毛细弹性数及较大的冻毛细弹性数的承载能力，壁厚的

选择应与环境温度相适应．毛细管承受较大温差应力时，应选择薄壁；反之，若冻胀效应为主要应力的产生原

因，毛细管应设计为厚壁．此外，相同环境温度下，毛细管尺寸越小，其受到的应力越小．事实上，关于壁厚（尺
寸）对冻胀应力或组织损伤的影响也是非常显著的，例如，在组织冷冻保存中，小尺寸组织（如受精卵）较大

尺寸组织（器官）更容易成活．

４　 结　 　 论

本文考虑温度梯度、界面张力及冻胀效应，建立了充液弹性毛细管相变后的平衡方程，系统分析了热毛

细弹性数、冻毛细弹性数及毛细管壁厚对管壁径向应力和环向应力的影响．
结果表明，毛细管壁的应力分布受热毛细弹性数调控：径向应力，在较小的热毛细弹性数下单调递减，在

较大的热毛细弹性数下先增后减；环向应力，在较小的热毛细弹性数下单调递减，在较大的热毛细弹性数下

单调递增．毛细管为厚壁时，在较大的冻毛细弹性数下，其径向压应力及环向应力均增大．毛细管为薄壁时，
除较大热毛细弹性数下的径向应力沿壁厚方向先减后增外，其余均沿壁厚方向呈线性分布．此外，对于厚壁

毛细管，热毛细弹性数对最大径向应力及环向应力的影响更显著；对于薄壁毛细管，冻毛细弹性数对最大径

向应力的影响更显著．鉴于此，毛细管壁厚的选择需根据使用环境及承受载荷确定．
本文的模型可以用于描述低温相变下生物体系中的现象，例如，植物筛管、导管的冻融栓塞，人体末端组

织冻疮的形成机理，含毛细血管组织的冷冻保存等．此外，还可为 ＭＥＭＳ 微流控芯片的抗冻胀失效设计提供

理论指导．

附　 　 录

表 Ａ１ 给出了物理参数取值，表中∗表示根据表中数据计算的值．
表 Ａ１　 物理参数取值

Ｔａｂｌｅ Ａ１　 Ｐｈｙｓｉｃａｌ ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｖａｌｕｅｓ

ｐｈｙｓｉｃａｌ ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｖａｌｕｅ ｒａｎｇｅ ｒｅｆｅｒｅｎｃｅ ｖａｌｕｅ
ｃａｐｉｌｌａｒｙ ｓｉｚｅ ｒｉ，ｒｏ １～１０３ μｍ ｒｉ ＝ ４５０ μｍ， ｒｏ ＝ ５００ μｍ

Ｙｏｕｎｇ’ｓ ｍｏｄｕｌｕｓ ｏｆ ｃａｐｉｌｌａｒｙ Ｅｃ

２０６ ＧＰａ（ｓｔａｉｎｌｅｓｓ ｓｔｅｅｌ） ［５０］

３．７～４．２ ＧＰａ（ｇｌａｓｓ） ［５１］

０．２～０．３５ ＧＰａ（ｐｏｌｙｅｔｈｙｌｅｎｅ） ［５２］

２ ＭＰａ（ＰＤＭＳ） ［５３］

０．８ ＭＰａ（ＰＤＭＳ）（ｂａｓｅ：ｃｒｏｓｓｌｉｎｋｉｎｇ＝ １５：１） ［５４］

１．２～１０．８ ｋＰａ（ｂｌｏｏｄ ｖｅｓｓｅｌ） ［５５］

３ ＭＰａ
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续表　 　

ｐｈｙｓｉｃａｌ ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｖａｌｕｅ ｒａｎｇｅ ｒｅｆｅｒｅｎｃｅ ｖａｌｕｅ
Ｐｏｉｓｓｏｎ’ｓ ｒａｔｉｏ ｏｆ ｃａｐｉｌｌａｒｙ μｃ ０．３３ ０．３３

ｔｈｅｒｍａｌ ｅｘｐａｎｓｉｏｎ ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｏｆ ｃａｐｉｌｌａｒｙ αｃ
３．０９×１０－４ Ｋ－１（ｓｙｌｇａｒｄ １８４） ［５６］

６．７５×１０－４ Ｋ－１（ｓｉｌｉｃｏｎ ｒｅｓｉｎ） ［５７］
５×１０－４ Ｋ－１

ｔｈｅｒｍａｌ ｃｏｎｄｕｃｔｉｖｉｔｙ ｏｆ ｃａｐｉｌｌａｒｙ λｃ １．３８ Ｗ ／ （ｍ·Ｋ） １．３８ Ｗ ／ （ｍ·Ｋ）
Ｙｏｕｎｇ’ｓ ｍｏｄｕｌｕｓ ｏｆ ｉｃｅ Ｅｉ ８～９．８ ＧＰａ［５８］ ， ８．９ ＧＰａ［５９］ ９ ＧＰａ
Ｐｏｉｓｓｏｎ’ｓ ｒａｔｉｏ ｏｆ ｉｃｅ μｉ ０．３１～０．３６［５８］ ０．３３

ｓｐｅｃｉｆｉｃ ｈｅａｔ ｃａｐａｃｉｔｙ ｏｆ ｉｃｅ ｃｉ ２．１ ｋＪ ／ （ｋｇ·Ｋ） ［３９］ ２．１ ｋＪ ／ （ｋｇ·Ｋ）
ｄｅｎｓｉｔｙ ｏｆ ｉｃｅ ρｉｃｅ ０．９ ｇ ／ ｃｍ３ ［６０］ ０．９ ｇ ／ ｃｍ３

ｄｅｎｓｉｔｙ ｏｆ ｗａｔｅｒ ρｗａｔｅｒ １ ｇ ／ ｃｍ３ ［６１］ １ ｇ ／ ｃｍ３

ｓｐｅｃｉｆｉｃ ｈｅａｔ ｃａｐａｃｉｔｙ ｏｆ ｗａｔｅｒ ｃｗ ４．２ ｋＪ ／ （ｋｇ·Ｋ） ［６２］ ４．２ ｋＪ ／ （ｋｇ·Ｋ）
ｐｈａｓｅ ｔｒａｎｓｉｔｉｏｎ ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ ｏｆ ｗａｔｅｒ Ｔｆ ２７３ Ｋ［３６］ ２７３ Ｋ

ｆｒｏｓｔ ｈｅａｖｅ ｒａｔｉｏ ｏｆ ｗａｔｅｒ φ ＝ （ρｗａｔｅｒ － ρｉｃｅ） ／ ρｉｃｅ １１．１％∗ １１．１％

ｌａｔｅｎｔ ｈｅａｔ ｏｆ ｐｈａｓｅ ｃｈａｎｇｅ χ ３３４ ｋＪ ／ ｋｇ［３６］ ３３４ ｋＪ ／ ｋｇ
ａｍｂｉｅｎｔ ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ Ｔｏ ２４７ Ｋ［４２］ ， ２３１ Ｋ［６３］ ， ２２３～２４７ Ｋ［３６］ ２５３ Ｋ

ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓ ｐｈａｓｅ ｔｒａｎｓｉｔｉｏｎ ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ

Ｔ∗
ｆ ＝ （Ｔｆ － Ｔｏ） ／ （Ｔｉｏ － Ｔｏ）

０～１∗ ０．５

ｔｕｂｅ⁃ｗａｔｅｒ ｉｎｔｅｒｆａｃｉａｌ ｔｅｎｓｉｏｎ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ γｗ ２０ ｍＮ ／ ｍ［６４⁃６５］ ２０ ｍＮ ／ ｍ
ｔｕｂｅ⁃ｉｃｅ ｉｎｔｅｒｆａｃｉａｌ ｔｅｎｓｉｏｎ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ γｉ ４０ ｍＮ ／ ｍ［６６］ ４０ ｍＮ ／ ｍ
ｉｃｅ⁃ｗａｔｅｒ ｉｎｔｅｒｆａｃｉａｌ ｔｅｎｓｉｏｎ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ γｘ １０～４０ ｍＮ ／ ｍ［６７］ ， ２９．１ ｍＮ ／ ｍ［６８］ ３０ ｍＮ ／ ｍ
Ｓｔｅｆａｎ ｎｕｍｂｅｒ Ｎｓｔｅ ＝ （ｃｗＴｆ － Ｔｏ） ／ χ ０～０．６２∗ ０．２５

ｆｒｏｚｅｎ ｅｌａｓｔｏｃａｐｉｌｌａｒｙ ｎｕｍｂｅｒ ϕ ＝ φ ／ （γｉ ／ （ ｒｉＥ）） ８．２５～８ ２５０∗ １００
ｔｈｅｒｍｏｅｌａｓｔｏｃａｐｉｌｌａｒｙ ｎｕｍｂｅｒ λ ＝ α（Ｔｉｏ － Ｔｏ） ／ （γｉ ／ （ ｒｉＥ）） ０～１ ８７５∗ １ １００
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［２］　 ＹＡＮＧ Ｓ， ＧＯＮＧ Ｘ， ＱＩ Ｙ， ｅｔ ａｌ． Ｃｏｍｐａｒａｔｉｖｅ ｓｔｕｄｙ ｏｆ ｖａｒｉａｔｉｏｎｓ ｉｎ ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ ｓｔｒｅｓｓ ａｎｄ ｓｔｒａｉｎ ｏｆ ｈｕｍａｎ

ｂｌｏｏｄ ｖｅｓｓｅｌｓ： ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ ｒｅｆｅｒｅｎｃｅ ｆｏｒ ｖａｓｃｕｌａｒ ｃｅｌｌ ｍｅｃｈａｎｏ⁃ｂｉｏｌｏｇｙ［ Ｊ］ ． Ｂｉｏｍｅｃｈａｎｉｃｓ ａｎｄ Ｍｏｄｅｌｉｎｇ ｉｎ
Ｍｅｃｈａｎｏｂｉｏｌｏｇｙ， ２０２０， １９（２）： ５１９⁃５３１．

［３］　 ＢＡＢＵ Ａ Ｍ， ＭＥＮＯＮ Ａ． Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｏｆ ｇｕｍ ａｎｄ ｇｕｍ⁃ｒｅｓｉｎ ｄｕｃｔｓ ｉｎ ｐｌａｎｔ ｂｏｄｙ： ｃｅｒｔａｉｎ ｆａｍｉｌｉａｒ ｆｅａｔｕｒｅｓ ａｎｄ
ｔｈｅｉｒ ｓｉｇｎｉｆｉｃａｎｃｅ［Ｊ］ ． Ｆｌｏｒａ， １９９０， １８４（４）： ２５７⁃２６１．

［４］　 ＤＡＲＨＵＢＥＲ Ａ Ａ， ＴＲＯＩＡＮ Ｓ Ｍ． 表面应力调制的微流控技术的驱动原理［Ｊ］ ． 力学进展， ２００７， ３７（１）： １１３⁃１２９．
（ＤＡＲＨＵＢＥＲ Ａ Ａ， ＴＲＯＩＡＮ Ｓ Ｍ． Ｐｒｉｎｃｉｐｌｅｓ ｏｆ ｍｉｃｒｏｆｌｕｉｄｉｃ ａ ｃｔｕａｔｉｏｎ ｂｙ ｍｏｄｕｌａｔｉｏｎ ｏｆ ｓｕｒｆａｃｅ ｓｔｒｅｓｓｅｓ［Ｊ］ ．
Ａｄｖａｎｃｅｓ ｉｎ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２００７， ３７（１）： １１３⁃１２９．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［５］　 黄永光， 刘世炳， 陈涛， 等． 基于微通道构型的微流体流动控制研究［ Ｊ］ ． 力学进展， ２００９， ３９（１）： ６９⁃７８．
（ＨＵＡＮＧ Ｙｏｎｇｇｕａｎｇ， ＬＩＵ Ｓｈｉｂｉｎｇ， ＣＨＥＮ Ｔａｏ， ｅｔ ａｌ． Ｓｔｕｄｉｅｓ ｏｎ ｍｉｃｒｏｆｌｕｉｄ ｆｌｏｗ ｃｏｎｔｒｏｌｓ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｔｈｅ ｃｏｎｆｉｇ⁃
ｕｒａｔｉｏｎ ｏｆ ｍｉｃｒｏｃｈａｎｎｅｌ［Ｊ］ ． Ａｄｖａｎｃｅｓ ｉｎ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２００９， ３９（１）： ６９⁃７８．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［６］　 ＹＡＯ Ｓ Ｃ， ＴＡＮＧ Ｘ， ＨＳＩＥＨ Ｃ Ｃ， ｅｔ ａｌ． Ｍｉｃｒｏ⁃ｅｌｅｃｔｒｏ⁃ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ ｓｙｓｔｅｍｓ （ＭＥＭＳ） ⁃ｂａｓｅｄ ｍｉｃｒｏ⁃ｓｃａｌｅ ｄｉｒｅｃｔ
ｍｅｔｈａｎｏｌ ｆｕｅｌ ｃｅｌｌ ｄｅｖｅｌｏｐｍｅｎｔ［Ｊ］ ． Ｅｎｅｒｇｙ， ２００６， ３１（５）： ６３６⁃６４９．

［７］　 ＸＵＡＮ Ｘ， ＳＩＮＴＯＮ Ｄ， ＬＩ Ｄ． Ｔｈｅｒｍａｌ ｅｎｄ ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｎ ｅｌｅｃｔｒｏｏｓｍｏｔｉｃ ｆｌｏｗ ｉｎ ａ ｃａｐｉｌｌａｒｙ［Ｊ］ ． Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒ⁃
ｎａｌ ｏｆ Ｈｅａｔ ａｎｄ Ｍａｓｓ Ｔｒａｎｓｆｅｒ， ２００４， ４７（１４ ／ １６）： ３１４５⁃３１５７．

［８］　 ＰＥＴＴＩＧＲＥＷ Ｋ， ＫＩＲＳＨＢＥＲＧ Ｊ， ＹＥＲＫＥＳ Ｋ， ｅｔ ａｌ． Ｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅ ｏｆ ａ ＭＥＭＳ ｂａｓｅｄ ｍｉｃｒｏ ｃａｐｉｌｌａｒｙ ｐｕｍｐｅｄ
ｌｏｏｐ ｆｏｒ ｃｈｉｐ⁃ｌｅｖｅｌ ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ ｃｏｎｔｒｏｌ ［Ｃ］ ／ ／ ＩＥＥＥ Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｃｏｎｆｅｒｅｎｃｅ ｏｎ Ｍｉｃｒｏ Ｅｌｅｃｔｒｏ Ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ
Ｓｙｓｔｅｍｓ． ２００１： ４２７⁃４３０．

［９］　 闫寒， 张文明． 微纳通道谐振器检测与表征中的动力学问题［Ｊ］ ． 力学进展， ２０１９， ４９（１）： ２７４⁃３１１．（ＹＡＮ Ｈａｎ，
ＺＨＡＮＧ Ｗｅｎｍｉｎｇ． Ｄｙｎａｍｉｃｓ ｐｒｏｂｌｅｍｓ ｏｆ ｍｉｃｒｏ ／ ｎａｎｏ ｃｈａｎｎｅｌ ｒｅｓｏｎａｔｏｒｓ ｆｏｒ ｄｅｔｅｃｔｉｏｎ ａｎｄ ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｚａｔｉｏｎ

８５０１ 应　 用　 数　 学　 和　 力　 学　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ２０２１ 年　 第 ４２ 卷



［Ｊ］ ． Ａｄｖａｎｃｅｓ ｉｎ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２０１９， ４９（１）： ２７４⁃３１１．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））
［１０］　 ＬＡＮＤＥＲＳ Ｊ Ｐ． Ｈａｎｄｂｏｏｋ ｏｆ Ｃａｐｉｌｌａｒｙ Ｅｌｅｃｔｒｏｐｈｏｒｅｓｉｓ［Ｍ］ ． ２ｎｄ ｅｄ． ＣＲＣ Ｐｒｅｓｓ， １９９６．
［１１］　 ＩＳＳＡＱ Ｈ Ｊ， ＣＨＡＮ Ｋ Ｃ， ＬＩ Ｑ， ｅｔ ａｌ． Ｍｕｌｔｉｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｈｉｇｈ ｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅ ｌｉｑｕｉｄ ｃｈｒｏｍａｔｏｇｒａｐｈｙ⁃ｃａｐｉｌｌａｒｙ ｅｌｅｃ⁃

ｔｒｏｐｈｏｒｅｓｉｓ ｓｅｐａｒａｔｉｏｎ ｏｆ ａ ｐｒｏｔｅｉｎ ｄｉｇｅｓｔ： ａｎ ｕｐｄａｔｅ［Ｊ］ ． Ｅｌｅｃｔｒｏｐｈｏｒｅｓｉｓ， ２００１， ２２（６）： １１３３⁃１１３５．
［１２］　 ＭＩＲＺＡＪＡＮＺＡＤＥＨ Ｍ， ＤＥＳＨＰＡＮＤＥ Ｖ Ｓ， ＦＬＥＣＫ Ｎ Ａ． Ｔｈｅ ｓｗｅｌｌｉｎｇ ｏｆ ｃｅｌｌｕｌｏｓｅ ｆｏａｍｓ ｄｕｅ ｔｏ ｌｉｑｕｉｄ ｔｒａｎｓｐｏｒｔ

［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ ｔｈｅ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ ａｎｄ Ｐｈｙｓｉｃｓ ｏｆ Ｓｏｌｉｄｓ， ２０２０， １３６（１）： １０３７０７．
［１３］　 ＣＡＭＰＡＮＡ Ｄ， ＤＩ Ｐ Ｊ， ＳＡＩＴＡ Ｆ Ａ． Ａ ２⁃Ｄ ｍｏｄｅｌ ｏｆ Ｒａｙｌｅｉｇｈ ｉｎｓｔａｂｉｌｉｔｙ ｉｎ ｃａｐｉｌｌａｒｙ ｔｕｂｅｓ： ｓｕｒｆａｃｔａｎｔ ｅｆｆｅｃｔｓ

［Ｊ］ ． Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｍｕｌｔｉｐｈａｓｅ Ｆｌｏｗ， ２００４， ３０（５）： ４３１⁃４５４．
［１４］　 ＢＩＣＯ Ｊ， ＲＥＹＳＳＡＴ Ｅ， ＲＯＭＡＮ Ｂ． Ｅｌａｓｔｏｃａｐｉｌｌａｒｉｔｙ： ｗｈｅｎ ｓｕｒｆａｃｅ ｔｅｎｓｉｏｎ ｄｅｆｏｒｍｓ ｅｌａｓｔｉｃ ｓｏｌｉｄｓ［Ｊ］ ． Ａｎｎｕａｌ

Ｒｅｖｉｅｗ ｏｆ Ｆｌｕｉｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２０１８， ５０（１）： ６２９⁃６５９．
［１５］　 ＨＯＭＳＣＨＯＴＥＮ Ｊ Ｗ Ｖ， ＥＳＣＡＬＡＮＴＥ Ｍ， ＴＡＳ Ｎ Ｒ， ｅｔ ａｌ． Ｅｌａｓｔｏｃａｐｉｌｌａｒｙ ｆｉｌｌｉｎｇ ｏｆ ｄｅｆｏｒｍａｂｌｅ ｎａｎｏｃｈａｎｎｅｌｓ

［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ａｐｐｌｉｅｄ Ｐｈｙｓｉｃｓ， ２００７， １０１（９）： ０９４３１０．
［１６］　 ＳＩＮＧＨ Ｋ， ＬＩＳＴＥＲ Ｊ Ｒ， ＶＥＬＬＡ Ｄ． Ａ ｆｌｕｉｄ⁃ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ ｍｏｄｅｌ ｏｆ ｅｌａｓｔｏｃａｐｉｌｌａｒｙ ｃｏａｌｅｓｃｅｎｃｅ［ Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ

Ｆｌｕｉｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２０１４， ７４５（２）： ６２１⁃６４６．
［１７］　 ＤＡＳ Ｓ， ＭＡＲＣＨＡＮＤ Ａ， ＡＮＤＲＥＯＴＴＩ Ｂ， ｅｔ ａｌ． Ｅｌａｓｔｉｃ ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｄｕｅ ｔｏ ｔａｎｇｅｎｔｉａｌ ｃａｐｉｌｌａｒｙ ｆｏｒｃｅｓ［ Ｊ］ ．

Ｐｈｙｓｉｃｓ ｏｆ Ｆｌｕｉｄｓ， ２０１１， ２３（７）： ８２７．
［１８］ 　 ＨＡＤＪＩＴＴＯＦＩＳ Ａ， ＬＩＳＴＥＲ Ｊ Ｒ， ＳＩＮＧＨ Ｋ， ｅｔ ａｌ． Ｅｖａｐｏｒａｔｉｏｎ ｅｆｆｅｃｔｓ ｉｎ ｅｌａｓｔｏｃａｐｉｌｌａｒｙ ａｇｇｒｅｇａｔｉｏｎ［Ｒ ／ ＯＬ］ ．

２０１６． ［２０２１⁃１０⁃１４］ ． ｈｔｔｐｓ： ／ ／ ａｒｘｉｖ．ｏｒｇ ／ ｐｄｆ ／ １５０６．０７２４１．ｐｄｆ．
［１９］　 ＳＭＡＬＹＵＫＨ Ｉ Ｉ， ＣＨＥＲＮＹＳＨＵＫ Ｓ， ＬＥＶ Ｂ Ｉ， ｅｔ ａｌ． Ｏｒｄｅｒｅｄ ｄｒｏｐｌｅｔ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ ａｔ ｔｈｅ ｌｉｑｕｉｄ ｃｒｙｓｔａｌ ｓｕｒｆａｃｅ ａｎｄ

ｅｌａｓｔｉｃ⁃ｃａｐｉｌｌａｒｙ ｃｏｌｌｏｉｄａｌ ｉｎｔｅｒａｃｔｉｏｎｓ［Ｊ］ ． Ｐｈｙｓｉｃａｌ Ｒｅｖｉｅｗ Ｌｅｔｔｅｒｓ， ２００４， ９３（１１）： １１７８０１．
［２０］　 ＨＯＢＥＲＧ Ｔ Ｂ， ＶＥＲＮＥＵＩＬ Ｅ， ＨＯＳＯＩ Ａ Ｅ． Ｅｌａｓｔｏｃａｐｉｌｌａｒｙ ｆｌｏｗｓ ｉｎ ｆｌｅｘｉｂｌｅ ｔｕｂｅｓ［Ｊ］ ． Ｐｈｙｓｉｃｓ ｏｆ Ｆｌｕｉｄｓ， ２０１４，

２６（１２）： １２２１０３．
［２１］　 ＸＵＡＮ Ｃ， ＢＩＧＧＩＮＳ Ｊ． Ｆｉｎｉｔｅ ｗａｖｅｌｅｎｇｔｈ ｓｕｒｆａｃｅ⁃ｔｅｎｓｉｏｎ ｄｒｉｖｅｎ ｉｎｓｔａｂｉｌｉｔｉｅｓ ｉｎ ｓｏｆｔ ｓｏｌｉｄｓ， ｉｎｃｌｕｄｉｎｇ ｉｎｓｔａｂｉｌｉｔｙ

ｉｎ ａ ｃｙｌｉｎｄｒｉｃａｌ ｃｈａｎｎｅｌ ｔｈｒｏｕｇｈ ａｎ ｅｌａｓｔｉｃ ｓｏｌｉｄ［Ｊ］ ． Ｐｈｙｓｉｃａｌ Ｒｅｖｉｅｗ Ｅ， ２０１６， ９４（２）： ０２３１０７．
［２２］　 ＬＩＵ Ｓ， ＷＵ Ｙ， ＹＡＮＧ Ｆ， ｅｔ ａｌ． Ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｏｆ ａ ｌｉｑｕｉｄ⁃ｆｉｌｌｅｄ ｃａｐｉｌｌａｒｙ ｔｕｂｅ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ ｔｈｅ Ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ Ｂｅｈａｖ⁃

ｉｏｒ ｏｆ Ｂｉｏｍｅｄｉｃａｌ Ｍａｔｅｒｉａｌｓ， ２０２０， １０６： １０３７４５．
［２３］　 ＷＵ Ｙ， ＬＩ Ｍ， ＹＩＮ Ｊ， ｅｔ ａｌ． Ｈｙｄｒｏｓｔａｔｉｃ ｐｒｅｓｓｕｒｅ ａｎｄ ｉｎｔｅｒｆａｃｉａｌ ｔｅｎｓｉｏｎ ｉｎｄｕｃｅ ｍｏｄｅ ｉｎｓｔａｂｉｌｉｔｙ ｉｎ ｗａｖｅ ｐｒｏｐａ⁃

ｇａｔｉｏｎ ａｌｏｎｇ ａ ｌｉｑｕｉｄ⁃ｆｉｌｌｅｄ ｍｉｃｒｏｔｕｂｕｌｅ［Ｊ］ ． Ｐｈｙｓｉｃｓ ｏｆ Ｆｌｕｉｄｓ， ２０２０， ３２（３）： ０３１９０１．
［２４］　 ＭＡＺＯＵＣＨＩ Ａ， ＨＯＭＳＹ Ｇ Ｍ． Ｔｈｅｒｍｏｃａｐｉｌｌａｒｙ ｍｉｇｒａｔｉｏｎ ｏｆ ｌｏｎｇ ｂｕｂｂｌｅｓ ｉｎ ｃｙｌｉｎｄｒｉｃａｌ ｃａｐｉｌｌａｒｙ ｔｕｂｅｓ［ Ｊ］ ．

Ｐｈｙｓｉｃｓ ｏｆ Ｆｌｕｉｄｓ， ２０００， １２（３）： ５４２⁃５４９．
［２５］　 ＲＡＯ Ｐ， ＬＩ Ｔ， ＷＵ Ｚ， ｅｔ ａｌ． Ｄｕｃｔｉｌｅ “ ｉｃｅ”： ｆｒｏｚｅｎ ｈｙｄｒｏｇｅｌｓ ｗｉｔｈ ｈｉｇｈ ｄｕｃｔｉｌｉｔｙ ａｎｄ ｃｏｍｐｒｅｓｓｉｖｅ ｙｉｅｌｄｉｎｇ

ｓｔｒｅｎｇｔｈ［Ｊ］ ． Ｅｘｔｒｅｍｅ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ Ｌｅｔｔｅｒｓ， ２０１９， ２８： ４３⁃４９．
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